Lecon 223 - Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples

et applications.

On ne s’intéresse qu’a des suites a valeurs réelles, cad a des fonctions de N vers R.

1. Suites et convergence. —

1. Limite d’une suite. —

Def : Une suite indexée par N a valeurs réelles est la donnée d’une fonction f : N — R.
On la note (un)n o1t u, = f(n).

Def : Convergence, limite. Si w,, — F00, alors u,, diverge vers +oo. La suite diverge
sinon.

Pro : La limite est unique.

Ex: u, = % — 0, v, = n diverge vers +oc0.

Appli: f: R — R est continue en a € R ssi pour toute suite u,, — a, f(u,) — f(a).
Ex : La fonction z +— sm(%) n’est pas prolongeable par continuité en 0.

Rem : Une suite convergente est bornée. Contre-ex : (—1)" bornée mais pas con-
vergente.

Pro : Pour (uy)n, (vpn), de limites a,b, et pour A € R, u,+A.v, — a+A.b. L’ensemble
des suites convergentes est un R — ew.

De plus, uy.v, — a.b, et si a # 0 alors u,, # 0 apcr et ui — %

2. Valeurs d’adhérence. —

Def : Suite extraite. On se donne ¢ : N — N strictement croissante, et on regarde
Un = Up(n)-

Pro : Si u,, CV alors toutes ses suites extraites cv. Contre-Ex :
posséde ugy,1 comme suite extraite convergente, mais ne diverge.
Def : Les valeurs d’adhérence de u,, sont I’ensemble des limites des suites extraites
convergentes de u,.

Ex : Les valeurs d’adhérence de u,, = (—1)
ses valeurs d’adhérence sont {ug, ..., ux_1}.
Pro : L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite est fermé.

Ex : Pour u,, = 2 + cos(nw), ses valeurs d’adhérence sont [1, 3].

Rem : Si u,, est convergente alors elle posséde une unique valeur d’adhérence.

Uy = MN.X2N + 1

n

sont {—1,1}. Pour w, k-périodique,

3. Théorémes de convergence. —

Thm : Une suite croissante majorée ou décroissante minorée sont convergentes.
App = (infi(un))k, (supk(un)) € RU{Zoo}" sont soit convergentes, soit divergentes
vers £00.

Si uy, est minorée (resp majorée) alors lim inf(u,, ) est 'inf des val. d’adh. de w, (le
sup des val. d’adh. pour lim sup(u,,) sinon).

Ex : Pour u, =1+ cos(nm), liminf(uy,) =1, limsup(uy,) = 3.

Théoréeme des gendarmes : Si v, < u, < w, avec vy, w, convergentes de méme
limite 1, alors wu,, — [.

Ex: u, = %(") converge vers 0.

Pro : Suites adjacentes. Si u,, < v, avec u,, v, décroissante, et v,, — u,, — 0, alors
Uy, €t v, sont convergentes de méme limite 1.

Ex:u,=1- % et u, =1+ % sont adjacentes et convergent vers 1.

App : Pour (an), & termes positifs et décroissante vers 0, la suite des Y (—1)a,
est donc convergente.

Pro : Pour tout k& > 0, la suite (tn+)n a les mémes valeurs d’adhérence et la méme
convergence que (uy,)n. Ainsi, les conditions demandées sur u,, pour trouver une
convergence ou non peuvent étre seulement demandées apcr.

Rem : Une suite possédant plus de 2 valeurs d’adhérence est divergente.

Théoreme de Bolzano-Weierstrass : Toute suite numérique bornée possede une suite
extraite convergente. Il découle de I'axiome des segments emboités.

Ainsi, sur R, une suite est convergente ssi elle est bornée et posséde une unique
valeur d’adhérence.

. Suites de Cauchy. —

Def : Suite de Cauchy.

Pro : a) Toute suite convergente est de Cauchy.

b) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

c¢) Toute suite de Cauchy est bornée.

Thm : Dans R, toute suite de Cauchy est convergente. Cela découle de ’axiome des
segments emboités.

Ex : La suite u, = Y, 1 n’est pas convergente car pas de Cauchy : |uz, — u,| > 1.
Ex : Suites sous-additives. Si tpym < Uy + Uy, alors “7" est convergente ou diverge

vers —oo, et on a lim(%) = inf, (%) € [-oo, +oo].

. Exemples de suites particuliéres. —
1. Suites arithmétiques et géométriques. —

— Def : Suite arithmétique de raison a w1 = u, + a. Alors u,, = ug + n.a.
— Def : Suite géométrique de raison ¢ : Up+1 = q.uyp. Alors u, = ug.q".
— Une suite arithmétique diverge vers £oo. Une suite géométrique converge vers (

pour |g| < 1, diverge vers +oo pour |q| > 1, et est constante/périodique si g = +1.

. Suites homographiques. —

— Def : u, vérifie une récurrence homographique si u,41 = %¥2tb avec ad — be # 0.

c.un+d
=d /p.

c ?

Elle est bien définie si u,, #

— Pro : On considére Péquation %2t — ¢ & c2? — (a — d)xz — b= 0.

c.Un+d
< 132 . . . . Up—Q __ (a—.C\Nn U)—Q
1) Si I’équation a deux racines distinctes «, 5 € C, alors on a = (afﬁ‘c) vy 2
. 92z . . 1 _ 1 c
2) Si l’équation a une racine double « € C, alors oo~ m—a T aac
— Ex: upy1 = H“—Z, uo = 1. L’équation associée est 22 = 0, donc i =1+mn, cad

_ 1
un—n_H—)O.



Ex : Suites arithmético-géométriques : u, 11 = %"*b

. Sia =1, u, est arithmétique
de raison 1. Sinon, v, = u, — —— est géométrique de raison a, et u, = a™(ug —

) b 1—a
) 1)

1—a

. Suites récurrentes. —

Def : Soit I un intervalle de Ret f: I — R tq f(I) C I. On appelle suite récurrente
une suite vérifiant ug € I et w11 = f(uy).

Pro : Soit u, suite récurrente.

1) Si f est croissante, wu, est monotone et son sens de monotonie est donné par
sgn(uy — ug).

2) Si f est décroissante, les suites extraites (ugp)n et (Uan41)n sont monotones de
sens de monotonie opposés.

Pro : Si u, converge vers 1 et si f est continue en 1, alors f(I) = I. Ainsi, si f est
continue sur I et si f(I) C [a,b] alors u,, récurrente et convergente = w,, converge
vers un point fixe de f.

Ex : Pour ug € [0,1] et upp1 = on a u, — 1.

Ex: up=1et uyy1 =u2 —u, — 3. Si u, converge, sa limite est —1 ou 3.
Théoréme du point fixe de Picard : Pour F un fermé de R et f : FF — F qui est k-
Lipschitzienne, k < 1, f admet un unique point fixe s dans F et toute suite récurrente
Un41 = f(un) converge vers s.

On a méme : |u,41 — 8| < klu, —s| < k" Fug —s|. (vitesse de convergence linéaire)
Def+Pro : On dit que w,, converge quadratiquement vers s ssi il existe 0 < M <
min(1, ——) tel que |uni1 — 8| < M.|u, — s|%.

> Jug—s|
On a alors |u, — s| < Mj\;rl Juo — 52" < MZW'W.
Dev : Méthode de Newton polynomiale : Pour P un polynéme réel a racines réelles
simples Ay < --- < A, la fonction @ : x € [\, +oo[— x — % € [Ar, +00[ est bien
définie.
Pour tout zg € [Ay, +00], la suite récurrente définie par x,; = ®(x,) converge
linéairement vers A, et quadratiquement apcr.
App : Cela permet d’approcher rapidement des zéros de polyndmes comme 2 — a.
Si P est un polyndéme a coefficients rationnels, alors z,, € Q.

. Comportements asymptotiques. —

1. Comparaison asymptotique. —

Def : u,, est négligeable devant une suite réelle positive v,, ce qu’on note u, = o(v,)
ssi Ve > 0, Ing tq Vn > ng, |u,| < evy,.

Ex : Siu, — 0, on a u, = o(1).

Def : u,, est un O(vy,) si il existe M > 0 tq u,, < M.v, apcr.

uy, est équivalente ) vy, Uy ~ v, ssi pour tout € > 0, on a (1—¢)v, < up < (1+¢)vy)
aper. Clest-a-dire (u, — vy,) = o(Junl).

— Thm : Soient Zn Uy, €t Zn v, deux séries & termes positifs, avec u,, ~ v,.
1) Si )", u, converge, alors > vy, aussi et Y, o, Uk ~ D s, Uk
2) Si )", u, diverge, alors > v, aussi et Y , . Uk~ Y .., Uk

— App : Le développement asymptotique de H,=1+ % ot % est H,, =log(n) +
v+ i + o(i), ot vy = lim((H,, — log(n)),).

2. Formule de Stirling. —

— Pro : Soit a,, une suite. On définit u, = an41 —an et >, uy la série télescopique
associée a a,.
Alors la suite a,, et la suite ) u, ont méme nature, et en cas de convergence on a
> >0 Un = lim(an) — ao).

— App : Formule de Stirling : n! ~ (%)"\/ﬁ

3. Comparaison en moyenne. —
— Pro : Moyenne de Césaro : Si u,, converge vers 1, alors v,, = % converge vers
1. On dit que u,, converge en moyenne de Césaro vers 1.
— App : Si ug, converge vers a et ug, 11 converge vers b, alors u,, converge en moyenne
de Césaro vers 252
— Pour u,, = (—1)", u,, diverge mais converge en moyenne de Césaro vers 0.

— Def : Un ordre moyen de (un)n est g: R — R telle que 37 un ~ 3, -, g(n).

— Dev : Ordre moyen de ® et ¢ : Un ordre moyen de o(n) = > d|nd est © — %Qx, et
Y o<z On = 7{—;302 + O(zlog(x)).

Un ordre moyen de l'indicatrice d’Euler ® est z — Sz, et Y on<aOn = S’ +
O(zlog(x)).
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